Ministerul Educdgei
Centrul Naional de Politicisi Evaluare in Edugae

Examenul national de bacalaureat 2021
ProbaE. ¢)
Matematica M_st-nat
Varianta 1

Filierateoretica, profilul real, specializarea stiinge ale naturii

Toate subiectele sunt obligatorii. Se acor da zece puncte din oficiu.
Timpul delucru efectiv estedetrei ore.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

Sp
Sp
5p
5p

Sp

5p

1. Determina termenulb, al progresiei geometric@%)nﬂ, stiind ca bs =6 si by =18.

2. Se considérfungia f:R - R, f(x )=x2 +x~—4. Determing numerele realen, stiind ci f (m)=m.

3. Rezolvai in mukimea numerelor reale eqis1001G* = 16%.
4. Determina cate numere naturale pare, de @oifre, se pot forma cu cifre din minhea{O,l,Z,?;,%l.

5.1n reperul cartezianxOy se considér punctele A(-4,0), B(4,0) si C(0,4). Determina

coordonatele centrului cercului circumscris trivigii ABC .

6. Aratati ca sin2x =1, stiind cd tgx=1i xD(O,Z—ZTj.

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

. , Xx+2 3
1. Se considermatriceaA(x) = , undex este nurr real.

-1 x-2

5p | &) Aratati ca det( A( Q) =-1.
5p | b) Determina multimea valorilor reale ale luk pentru care matriceA(x) este inversabil
5p | c) Se considérnumerele reala, b si c, astfel incatA(a) (A(b) = A(c) . Demonstré ci a®+b?+2c=3.
2. Pe mufimeaM =[-1,1] se defingte legea de compai xoy = x\/l— y2 + yW1-x2 .
5p | @) Aratati cd 0o1=1.
5p | b) Determina x[OM pentru carexcx=0.
5p | c) Demonstréd ci xo1-x2 =1, pentru oricexd[0,1].
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

Sp
Sp

Sp

1. Se considerfungia f :(0,+) - R, f(x)=¢€*+xInx-1.

a) Aratagi ca f'(x)=e*+Inx+1, xO(0,+).

b) Determingi ecuaia tangentei la graficul futiei f Tn punctul de abscisx=1, situat pe graficul
functiei f .

c) Demonstrd ca € + xIn x> Je +%In%2 , pentru oricexDE,ﬂoJ :

2. Se considérfungia f ‘R - R, f(x)=vx?+2+

X
@42

1
5p | a) Aratai céjf(x) x2+2dx=1—67.

0
5p | b) Demonstrti ca orice primitiva a fungiei f este cresitoare peR .
5P | ¢) Se considér fundia g:R - R, g(x)=f(x)- 2X . Determing al(0,+e) pentru care

X5 +2
j g(x dx-—+| a+ys
V2
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Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinge ale naturii
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Ministerul Educdgei
Centrul Naional de Politicisi Evaluare in Eduage

Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. c)

Matematica M_st-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Varianta 1
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinge ale naturii
« Pentru orice soluie corecti, chiar daci este diferita de cea din barem, se acogdpunctajul corespunzitor.
» Nu se acordi fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermedire pentru rezolviri par tiale, Tn limitele
punctajului indicat Tn barem.
e Se acordi zece puncte din oficiu. Nota final se calculeai prin Tmpirtirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL | (30 de puncte)
by =2 2p
2. m?+m-4=m<=m?-4=0 3p
m=-2 saum=2 2p
3.1 107%2=10% = X+ 2= X 3p
X=2 2p
4. | Cifra unitatilor, fiind pard, se poate alege i moduri 2p
Pentru fiecare alegere a cifrei uiior, cifra zecilor, fiind nenul, se poate alege in cate 3
modauri, deci se pot forma[# =12 numere P
5.| OA=4,0B=4,0C=4 3p
Centrul cercului circumscriAABC are coordonatel@=0, y=0 2p
6.
Cumtgx=1si XD(O,%TJ, oltinem XZIZT 2p
sin2x:sin2—”: sinl = 3p
4 2
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
1.a) 2 3 2 3
w0=(2 2)eeao)=|% I at-9--yoe 3
=-4+3=-1 2p
b x+2 3
) det( A(X)) = L wed” x% - 1, pentru orice nuar real x 2p
Matricea A(X) este inversabil~ det{A(x)) # 0, deci xOR\{-1,} 3p
c) ab+2a+2b+1 2+ D c+2 3
A(a)A(b) = A(c) = = = a+b=1 i
-a-b ab-2a-2b+1 -1 ¢c-2 3p
c=ab+l1
a?+b?+2c=a?+b2+2ab+ 2=(a+b)’ + 2= 1+ 2= ¢ 2p
2.8)| 0o1=0Q/1- 1+ B/ ¥ = 3p
=0+1=1 2p
B) | yox=2x/1- 2 , pentru oricex JM 2p
2X 1—x2:0,decix:—1, x=0 saux=1, care convin 3p
©) Xon1—3 = x\/l—(l— x2) 12 = x2= xfx2+ £x2= XX+ T xZ pentru oricexdM 3p
Cum|x =x pentru oricexJ[0,1], obinem xoV1-x* =x*+1-x? =1, pentru oricex[0,1]| 2p

Prohi scrisi la matematig M_st-nat Varianta 1
Barem de evaluarg de notare
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinge ale naturii
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Ministerul Educdgei
Centrul Naional de Politicisi Evaluare in Eduage

SUBIECTUL al lll-lea (30 de puncte)
l.a) f'(x):(ex)l+ x'n x + X[anx)l—l'= 2p
=& +10nx+ X =X+ Inx+1, x0(0,+) 3p
X
b) | f(1)=e-1, f'(1)=e+1 2p
Ecuaia tangentei esty - f (1) = f (1) (x~-1), adici y=(e+1)x~-2 3p
c
) xDEﬁooj:lnlen—;, deci f'(x)=ex+lnx+12ex+ln—§>eX >0, de unde ofinem
1 3p
f este cresitoare pe[z,+ooj
. 1 1 X 1,1
Pentru orice xOO §,+oo , f(x)=f 5 deci e +x|nx—12«/§+§InE—1, de unde
1.1 1 2P
obtinem e +xlnx= \/E +§In5 , pentru oricexD[E,ﬂoJ
2a)| 1 1 3 x2 |1
If(x)\/x2+2dx=j(x2+2+x)dx= e X+ | = 3p
° ° 3 2o
:E+2+iL :1_7 2p
3 2 6
b) 2
F'(x)=f(x) =X *X*2 indeF R - R este o primitié a fundiei f 3p
X2 +2
x2+x+2>0, pentru orice nusr real x, deci F'(x)>0, pentru orice nu#r real x, de 2p
unde olinem & F este cresttoare peR
e X T P
g(x)dx=|x'Vx° +2dx=xyx°+2| —[xEG——dx=+3- [ X“+ 2 }dx,
0 0 0 0 X2+2 0 X2+2 3p
1 1
decijg(x)dx=1(\/§+2m(x+ x2+2)) =£+In1+\/—3
5 2 0o 2 J2
£+In 1+\/Z”=£5+InL\/_3, de unde ofinem a=1, care convine 2p
2 22 J2
Prohi scrisi la matematig M_st-nat Varianta 1
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Ministerul Educatiei
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. ¢)
Matematica M_st-nat

Varianta 4
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)

5p | 1. Aratati ca 3(4—i)+3i(1+i)=9, unde i* =-1.
5p | 2. Se considerd functia f:R - R, f(x) =x*-4. Calculati (f ° f)(2) .
Sp | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia log, (x2 —2x+ 4) =1.

5p | 4. Calculati probabilitatea ca, alegdnd un numdir din multimea numerelor naturale de doua cifre,
acesta sa fie divizibil cu 10.

5p | 5. In reperul cartezian xOy se consideri punctele A(2,4) si B(3,a), unde a este numar real.

Determinati numdrul real a, stiind c@ punctele O, A si B sunt coliniare.

. . Vi
S5p | 6. Se considera E (x) =cosx+cos2x+cos3x,unde x este numar real. Aratati ca E(Zj =0.

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

x+3y 4y

1 0
1. Se considerd matricele I, = si A(x,y) =
0 1 2y x-=3y

] ,unde x si y sunt numere
reale.

5p | a) Ardtati ca det(A(1,1))=0.

5p | b) Demonstrati cd, dacd matricea A(x, y) este inversabild, atunci |x| z |y|

5p | ¢) Determinati perechile (m,n) , de numere intregi, pentru care A(m,n) DA(—m,n) =1.

2. Pe multimea A = [0, +00) se defineste legea de compozitie xoy =4 —(1-x~y).

5p | a) Aratatica 200=2.

5p | b) Aratati ca xo% >5, pentru orice x[(HA, x#0.

5p | ¢) Demonstrati ca, dacd m si n sunt numere naturale impare, atunci mon este numar natural impar.
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)

1. Se considerad functia f: (O, +oo) - R, f(x) =x*-3Inx.

3(x—1)(x2 +x+1)
5p | a) Aratati cd f'(x)=

, x0(0, )
; X (0+00)

5p | b) Determinati ecuatia tangentei la graficul functiei f 1n punctul de abscisd x =1, situat pe graficul
functiei f .

5p | ¢) Demonstrati cd ¥ >3Inx+ 1, pentru orice x[] (O, +00) .

2. Se considerd functia f:R - R, f (x) =xe".

2
Sp | a) Artafi ca I /() dx=2.

X

0
1 2
o L. o e” +1
5p | b) Aratati ca j (f (x) + ex)dx: .
=1+a
. 2a .
Sp | ¢) Demonstrati ca J. f (x) dx 2 —— pentru orice a D(O, +00) .
=1-a €
Proba scrisa la matematica M_st-nat Varianta 4
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Ministerul Educatiei
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

Examenul national de bacalaureat 2021
ProbaE. ¢)
Matematica M_st-nat

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Varianta 4
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinge ale naturii
* Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.
¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.
¢ Se acordi zece puncte din oficiu. Nota finali se calculeazi prin impartirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
L1 3(4-i)+3i(1+i)=12-3i+3i +3i* = 3p
=12-3=9 2p
2. f (2) =0 2p
£(r(2))=1(0)=—4 3p
3ol K2 -2x+4=3= 42 -2x+1=0 3p
x =1, care convine 2p
4. | Multimea numerelor naturale de doud cifre are 90 de elemente, deci sunt 90 de cazuri
.. 2p
posibile
In multimea numerelor naturale de doua cifre sunt 9 numere divizibile cu 10, deci sunt 9 2
cazuri favorabile P
_ nr. cazuri favorabile _ 9 _ 1 1
nr. cazuri posibile 90 10 P
5.
Mos =2, mpp =§, unde a este numar real 2p
mOAszB@a=6 3p
6.
E[Z =cos£+cos7—T+cos3—ﬂ= 2p
4 4 2 4
:£+0+(_£]:0 3p
2
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
lL.a) 4 4 4
A1) = =det|A(L1))= =
=3 L]meataon-l 2 2
=-5-(-8)=0 W
b) +3 4
det(A(x,y)) = Y= x? - y2 , pentru orice numere reale x si y 2p
-2y x-3y
A(x,y) este inversabild « det(A(x,y)) 20 - x* - y2 Z 0, deci |x| z |y| 3p
<) m+3n 4n -m+3n 4n n* —m? 0
A(m,n) Dﬁl(—m,n) = = , pentru
-2n m-=3n){ 2n  -m-3n 0 n2 —m? 3p
orice numere intregi m si n
2_ .2
- 0 10
o :( j@nZ—mZZI@(n—m)(n+m):1 si, cum m si n sunt
0 n® —m? 0 1 2p
numere intregi, obtinem perechile (0,1) sau (0,—1)
Proba scrisa la matematica M_gst-nat Varianta 4

Barem de evaluare si de notare
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
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Ministerul Educatiei
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

2.2) | 200=420 ~(1-2-0) = 3p
=1-1+2=2 2p
b) 2
xol=a"% —jax+l=prlaz=xsl n4s= 2p
X X X X
2
241- -1
=2 +)1€ 2x+5=(xx) +52=5, pentru orice xUJA, x#0 3p
)| m si n sunt numere naturale impare, deci m=1 si n=1= mn =1, de unde obtinem ca 4™ 2p
este numar natural par
m §i n sunt numere naturale impare, deci m+n—1 este numar natural impar, de unde 3
obtinem ¢ mon=4"" +m+n—1 este numar natural impar P
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
l.a
) f’(x):3x2—3Ell—: 3p
X
3(x° -1) 3(x-1)(x* +x+1
= ( ): ( )( )’xD(O,+OO) 2p
X X
b) | f(1)=1, f'(1)=0 2p
Ecuatia tangentei este y — f (1) =f '(1)(x —1), adicd y=1 3p
c) f'(x) =0 = x=1; pentru x D(O,l] , obtinem f '(x) <0, deci f este descrescdtoare pe (0,1] 3
si pentru xl][l, +00) , obtinem f '(x) >0, deci f este crescatoare pe [1,+00) P
f(x) P f(l), pentru orice xD(O, +00) si, cum f (1) =1, obtinem ca x> 23Inx+l, pentru 5
orice x0 (O, +00) P
2.a) | 2 2 212
I—f(x)dx:jxdex— = 3p
e 20
0 0
=2-0=2 2p
B T e P (O P
f(x)+e")dx= | (xe* +e" |dx=[(xe") dx=xe*| = 3p
:[1 :[1 :[1 _1
2
—e+e = e+l 2p
e
<) f'(x) = (x+1)ex, deci f'(x) =0 < x=-1 si, cum f'(x) <0, pentru orice xD(—OO,—l] si 5
f '(x) = (), pentru orice xl][—l, +00) , obtinem cad f (x) >f (—1), pentru orice numar real x P
—l+a —l+a -1+a
f (—1) = —l, deci J f(x)dxz . j dx = —lx = _2a , pentru orice a D(O, +oo) 3p
e B e 7 e |-1-a e
a 1-a
Proba scrisa la matematica M_gst-nat Varianta 4
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Ministerul Educatiei
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

Examenul national de bacalaureat 2021

Proba E. ¢)
Matematica M_st-nat

Testul 1
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
2
5p | 1. Aratati ca numarul a =3+ 43 - (2 +3 ) este intreg.
5p | 2.Se considerd functiile f:R—>R, f(x)=2x+3 si g:R—>R, g(x)=4x”+2x. Determinati
abscisele punctelor de intersectie a graficelor functiilor [ si g .
2
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 2% "2 = 64.2* |
5p | 4. Calculati probabilitatea ca, alegdnd un numar @ din multimea 4= {—2,—1, 1, 3,4} , acesta sa verifice
inegalitatea Va® —2a+1>3.
5p | 5.1n reperul cartezian xOy se considerd paralelogramul MNPQ cu M (2,3), N(5,4) si P(4,0).
Determinati ecuatia dreptei MQ .
5p | 6. Triunghiul ABC este Inscris intr-un cerc de razd 5. Aratati ca sin 4-sin B-sinC = % .
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
o ) a a-2 .
1. Se considera matricea A(a,b) = [b L b J ,unde a si b sunt numere reale.
+ J—
5p | a) Ardtati i det(4(1,0))=0.
Sp | b) Demonstrati ca, dacd a € (—,0) si be(0,+0), atunci matricea 4(a,b) este inversabild.
5p | ¢) Determinati matricea X € 4% (R) pentru care A(1,3)- X = 4(2,1).
. .. . 2
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa xo y =3xy — (x + y) + 3
. 7
Sp | a) Ardtati ca 1o(—1) = -3
. 1 1y 1 . .
5p | b) Demonstrati ca xoy =3 x— 3 h% 3 + 3’ pentru orice numere reale x si y.
5p | ¢) Calculati 1 ! ! ;
P CoV2 V3 V2021
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
. . 1
1. Se considera functia f:R—>R, f(x)=1-——.
x“+1
PR 2x
Sp | a) Ardtatica f'(x)=—"—, xeR.
(xz + 1)
5p | b) Demonstrati ca dreapta de ecuatie y =2021 este paralela cu asimptota spre +oo la graficul functiei
f.
5p | ¢) Determinati punctele de inflexiune ale functiei f .
Proba scrisa la matematica M _st-nat Testul 1

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
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2. Se considerd functia /:R—>R, f(x)=e"sinx.

1 S x

2
5p | a) Aratati ca I /() dx=e(e-1).

—o N

5p | b) Calculati | f(x)dx.

VA
dy=—1n2

—f(x) x \/e_ﬂ.

Sp | ¢) Aratati ca

ANy @
~
I/
=
|
N |

Proba scrisa la matematica M _st-nat
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
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Ministerul Educatiei
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

Examenul national de bacalaureat 2021

Proba E. ¢)
Matematica M_st-nat

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Testul 1
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinge ale naturii
e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferitia de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acordi fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.
e Se acordi zece puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impirtirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
2
1. a=3+43-(2+3) =3+4B-(7+43)= 3p
=34+4f3-7-4f3= —4 , care este numdr intreg 2p
2.

f(a)zg(a)<:>2a+3=4a2+2a<:>a2=% 3p

3 V3
a=———sau a=—— 2p

2 2
3| P2 06 ¥ 32 L4y 2 =6+ x> 2 +3x—4=0 3p
x=—4 sau x=1 2p
4. | Multimea A4 are 5 elemente, deci sunt 5 cazuri posibile 2p

Numerele @ din multimea 4 care verifica inegalitatea va® —2a+1>3 sunt —2 si 4, deci 2p
sunt 2 cazuri favorabile
_ nr. cazuri favorabile 2

p= nr. cazuri posibile "5 Ip

5. MQ”NP:mMQ:mNP,deCI mMQ:4 3p
Ecuatia dreptei MQ este y—3=4(x—2), deci y=4x-5 2p
6.
/.BC = 1,4C = f‘lB =2R si,cum R=5, obtinem sinA=£, sinB=£ si sinC=£ 3p
sin4 sinB sinC 10 10 10

sin4-sinB-sinC=———=———— 2p
10 10 10 1000
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1.a) 1 - 1 -1
A(1,0)=(1 j ]:det(A(l,O))=‘l _1‘= 2p
=-1 —(—1) =0 3p
ar t(A(ab)=| 7 1=2(b-a-+1), pentru ori leasib 2
= =2(b- , pentru orice numere reale a si
A1 b P “3 P
ae(-»,0) si be(0,+0)=>b—a+1>1= det(A(a,b)) #0, deci A(a,b) este inversabila 3p
) 11
1 -1 _
A(1,3)=(4 2], det(A4(1,3))=6, deci A(1,3)este inversabila si (4(1,3))” = 3 f 3p
36
-1 . 2 0 . 1 0
X—(A(1,3)) -A(2,1) si, cum A(2,1)_(2 0], obtinem X—(_l 0] 2p
Proba scrisa la matematica M_st-nat Testul 1
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2.a
) 10(—1):3-1-(—1)—(1+(—1))+§= 2p
2 7
=3+—=— 3
373 P
b Xoy=3xy—x-— +l+l—3x( —lj—{ —1]+l— 3
y % y 373 y 3 y 3)73 p
( ——j(3x 1)+ ! —3(x—lj[ —lj+l entru orice numere reale x si 2
y 3 3 3 y 373 p LY P
© X 1.1 si 1,-1 entru orice numere reale x si 2
373%3 y 3 p Sty p
oo ool LD L
V2 43T V2021 V2 N3 T B) 3) io T V2021 ,
L ). ’
3 (V1o 7 V2021) 3
SUBIECTUL al 1II-lea (30 de puncte)
1.2) (a2 +1) =1 (52 4+1)°
rx)-1- - 2
(x2 + 1)
_ —2x2: zxz,xeR \
(x2 + 1) <x2 + 1) P
b) | : o : .
lim f (x) = lim | 1- =1= y =1 este ecuatia asimptotei spre +oo la graficul functiei
X—>+00 X—>+00 241 3p
f, deci panta asimptotei spre +oo la graficul functiei f este egald cu 0
Panta dreptei de ecuatie y =2021 este egala cu 0, deci asimptota spre +o la graficul functiei 5
f sidreapta de ecuatie y =2021 sunt paralele, deoarece au pante egale p
©) 2(1-34%) : :
f"(x)=——,xeRsi f"(x)=0=x=—F= sau x=—= 2
O () S s = p
f"(x)<0, pentru orice xe [—oo,—L} , f"(x)=0, pentru orice xe [—L,i}
NG V33
/"(x)<0, pentru orice x e [L +ooj deci x= L si x _ L sunt punctele de inflexiune 3p
o N3 NEEING)
ale functiei f
2.a) | 2 2
jf,( dx je Slnxdx=jexozx= 2p
sin x sinx 1
2
=e'| =e’—e=e(e-1) 3p
1
b)| = r T z z =
2 — 2 z 2 z — 2
Iexsinxdxzexsinx 2—Iex(sinx )dx=e? - Iexcosxdx=e2 —e"cosx|2 - Iex51nxdx— 3p
0 0 © 0 0o ©
r r 7
z 2 2 5
2+1- je sin xdx , deci jex sin xdx = < *l 2p
0 0
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c) 7
Zf(x_;[] %ex 2 sin(X—Z] —Egcosx ! %
.[ dx:I ; dx=—e 2 I —dx=— ~1n|sinx| = 3p
7 f(x) . e*sinx 2 sinx [o7 z
6 6 s 6

——L 1n(sin£)—ln(sin£) ——L(lnl—lnlj— 2
\/e_” 2 6 e’ 2 \/e_” P
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Examenul national de bacalaureat 2021

Proba E. ¢)
Matematica M _st-nat

Testul 2

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii

e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.

e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Determinati modulul celui de-al cincilea termen al progresiei geometrice (bn )n>1 , stiind cd b =-1
5p | 2. Se considerd functia f:R —R, f(x)=-2x%+7x+9. Determinati multimea valorilor reale ale lui

x pentru care f(x)>0.
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia logy (x—1)=log; (6 —x)—2.
5p | 4. Determinati numarul natural n, n >2, pentru care C,’l'_2 - A}l =5.
5p | S In reperul cartezian xOy se considerd punctul A(3, —1), numarul real m si dreapta d de ecuatie
y= (m - l)x —2m . Determinati numarul real m pentru care distanta de la punctul A la dreapta d este
egalacu 0.
o . . 2
Sp | 6. Determinati cos(7 —2x), stiind c¢a x este numdr real si cosx = 3
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
31 -1 3x+y—-z=1
1. Se considera matricea A(a) ={1 —a 1 | sisistemul de ecuatii < x—ay+z=3 , unde a este
2 a -1 2x+ay—z=2
numdr real.
Sp | a) Ardtati ci det(4(2))=-3.
5p | b) Determinati numerele reale a pentru care matricea B(a)=A(a)-A(a) are doua elemente egale
cu0.
5p | ¢) Pentru a =1, aratati cd sistemul de ecuatii nu are solutii.
. . 1
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x* y = Ex + 3 y—xy.
5p | a) Aratati ca (-3)*3=9.
. 1 1 1 . .
5p | b) Demonstrati cd x*y = e X Y y 5 pentru orice numere reale x si y.
5p | ©) Determinati numerele reale x pentru care 2" * 41 1
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f:(0,40) >R, f(x)=-1 +i— 4\/2; )
X X
3Wx(2-x)
5p | a) Ardtati ca f'(x) =———= ", X€ (0,+00).
X
5p | b) Determinati ecuatia asimptotei orizontale spre +oo la graficul functiei f .
4% f'(x
Sp | ¢) Calculati limﬂ.
x4 x—4
Proba scrisa la matematica M_st-nat Testul 2
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2. Se considerd functia f:(0,+0) >R, f(x) _2xe “2xtl
x

5p | a) Ardtati cd functia F:(0,4+90) >R, F(x)=Inx+2e" —2x+2021 este o primitivd a functiei f .

e
5p | b) Aratati ca If(x) dx=2e°—4e+3.
1
2
Sp | ©) Calculati Ixf(x) dx.
1

Proba scrisa la matematica M_st-nat Testul 2
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. ¢)
Matematica M_st-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Testul 2
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.
e Se acordi zece puncte din oficiu. Nota finali se calculeaza prin impértirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

L. | Ratia progresiei geometrice (b, ) , este ¢ =3 2p
bs =big* =(~1)(-3)" =81, deci |bs| =81 3p
2| 22 +7x+9>0& (2x-9)(x+1)<0 2p
9
xe|-1,— 3
( 2] P
3 x—1 x—=1 1
lo =-2 =— 3
83— 6—x 9 p
3 .
x= > care convine 2p
4. -1
w—n=5<:>n2—3n—10=0 3p
Cum 7 este numadr natural, »>2, obtinem n =5 2p
5. | Distanta de la punctul 4 la dreapta d este egalacu 0= Aed 2p
-1=(m-1)-3-2mem=2 3p
6. 22
cos(;r—2x)=—cos2x=1—200s2x:1—2-(§j = 3p
4 1
=1-2.2== 2
979 P
SUBIECTUL al 1I- (30 de puncte)
l.a) 3 1 31 -1
1 2 1 :>det(A(2))=1 -2 1= 2p
2 - 2 2 -1
2+2-441-6=-3 3p
b) 8 3-2a -1
B(a)=A(a)-A(a)=|5-a a*+a+1 —2—a |, pentru orice numir real a 2p
4+a -a*-a+2 -l+a
Matricea B(a) are douad elemente egale cu 0 dacd a=-2 sau a=1 3p
) 3x+y-z=1
Pentru a =1, sistemul devine { x—y+z=3 si adunand primele doud ecuatii ale sistemului 3
2x+y—z=2 P
obtinem 3x+y—z+x—y+z=4,deci x=1
Adunand a doua si a treia ecuatie din sistem, obtinem x—y+z+2x+y—z=5=x= % , deci 2p
sistemul nu are solutii
Proba scrisa la matematica M_st-nat Testul 2
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2.
) (_3)*3=%.(—3)+—-3—(—3) 3= 3p
3
=—=+>-4+9=9 2
5 p
b) X * —l—x +1x+l 1 2
y 3 > 2y 4 P
—l—x( —lj+l( —lj—l—(x—lj( —l) entru orice numere reale x si 3
s U T2) 22, )\ 2P Y P
c) 1_(2x_1)(4x_1_1):1©2x:1Sau gL 3
4 2 2) 4 2 2
1
X sau x 5 p
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
1.a) 3y 3 5
F(x)=] ~143x7" —4x 2 =3-(—1)x_2—4-[—5jx 2 = 3p
36 aweely Wx(2-Vx) )
-+t == 3 = 3 , xe(0,+) P
x> xx X x
b) 3 4x
Ii = lim |-1+2— -1
x—lg—loof(x) xir-l;—lw( X x2 3p
Dreapta de ecuatie y =—1 este asimptota orizontald spre +oo la graficul functiei f 2p
OVl grpx) 43 (2-4k) 4% -34x(2-x)
lim ———= = lim 3 = lim = 3p
>4 x—4 xod P (x-4) x%4x3(\/;_2)(\/;+2)
A NE )
2. '
2 F'(x)=(Inx+2¢* - 2x+2021) Lo a- 3p
x
1+2xe* —2x . . . .
=————""= f(x), pentru orice x & (0,+), deci F este o primitiva a functiei f 2p
x
b) e e
If(x)dsz(x)le(e)—F(l): 3p
1
=2¢°—4e+3 2p
c)| 2 2 2
jxf(x)dx=J(2xex—2x+1)dx=<(2x—2)ex—x2+x) = 3p
1 1 1
=2¢* —4+2=2¢" -2 2p
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Examenul national de bacalaureat 2021

Proba E. ¢)
Matematica M _st-nat
Testul 3
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
S5p | 1. Aratati ca V106, 2 si V10 ++/6 sunt termeni consecutivi ai unei progresii geometrice.
2021
5p | 2. Se considerd functia /:R—>R, f(x)= . Aratati ca functia f este impara.
x+1
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 4™ —3-2*"1 =16.
5p | 4. Determinati numarul de submultimi cu 2 elemente ale multimii {0,2,4, 6,8} .
5p | 5.1n reperul cartezian xOy se considerd punctele A4(-1,-2), B(0,3) si C(-2,2). Determinafi
ecuatia dreptei d care trece prin punctul C si este paraleld cu dreapta 4B .
5p | 6. Triunghiul ABC are masura unghiului 4 de 30° si masura unghiului B de 45°. Aratati ca
AC=BCV2.
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
4 1 m 4x+y+mz=9
1. Se considerd matricea A(m) = 1 2 —1| sisistemul de ecuatii { x+2y—z=4 , unde m
-2 -3 0 —2x-3y=-7
este numar real.
5p | a) Aratati ca det(A(m)) =m—10, pentru orice numar real m .
Sp | b) Determinati inversa matricei A(9).
S5p | ¢) Demonstrati cd, pentru orice numar real m, m#10, dacd (a,b,c) este solutia sistemului de
ecuatii, atunci log,a=b+c.
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa x*y=7(x—3)(y—3)+3.
Sp | a) Aratati cd x*3 =3, pentru orice numar real x.
5p | b) Determinati numarul real x, astfel incat x *x*x=-46.
X
5p | ¢) Se considera functia f:R—>R, f(x) =57+3. Demonstrati cd f(x)* f(y)=f(x+y), pentru
orice numere reale x si y.
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f:R >R, f(x) . —
Vx? +2x+2
. x+2
5p | a) Aratati cd f'(x)= ,xeR.
()c2 +2x+ 2)\/x2 +2x+2
5p | b) Determinati ecuatia asimptotei orizontale spre +co la graficul functiei f .
5p | ¢) Determinati imaginea functiei f".
, : 2% —x-2
2. Se considerd functia f:(0,+0) >R, f(x)= xz—x :
x“(x+2)
Sp | a) Aratati ca functia F:(0,40) >R, F(x)=2x +l —4In(x+2) este o primitiva a functiei f .
X
Proba scrisa la matematica M_st-nat Testul 3
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2
5p | b) Calculati I(x +2) f(x)dx.
1

m
5p | ¢) Determinati numarul real m, m > 2, astfel incat I f(x)dx=2m+ 1 —1?7 :
m

2

Proba scrisa la matematica M_st-nat Testul 3
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Examenul national de bacalaureat 2021

Proba E. ¢)

Matematica M_st-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Testul 3

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii

e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.

e Se acordi zece puncte din oficiu. Nota finali se calculeaza prin impértirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
2 2
L (V10 -6)(V10 +6)=Vi0" 6" = 2
=10-6=4=2% deci numerele date sunt termeni consecutivi ai unei progresii geometrice 3p
2. (—x)2021 _ 2021
(—x)*+1  x*+1
L2021
=" —f(x), pentru orice x € R, deci functia / este impara 2p
X+
3] 222627 ~16=0 (2" -8) (2" +2) =0 3p
Cum 2* > 0, pentru orice numdr real, obtinem 2% =8, deci x =3 2p
4. | Numirul de submultimi cu 2 elemente ale multimii {0,2,4,6,8} este ci= 3p
5!
"3 0 2
S.| myp=5si,cum d|| AB, obtinem my =5 3p
Ecuatia dreptei d este y—2=>5(x+2),deci y=>5x+12 2p
6. 2
sinA=l, sinB:£ 2p
2 2
AC _ BC _ 24C_BC, deci AC=BCV2 3p
sinB sin A \/5
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1.a) 4 1 m
det(A(m))=|1 2 —1l=0-3m+2—(-4m)-12-0= 3p
-2 -3 0
=-3m+4m—10=m—10, pentru orice numar real m 2p
b) 4 1 9
A9)=| 1 2 -1}, det(4(9))=-1 2p
-2 -3 0
327 19
A7(9)=| 2 -18 -I3 3p
-1 -10 -7
| m#10=> det(A(m)) # 0, deci sistemul este compatibil determinat si (a,b,c)=(2,1,0) 3p
Cum log, a=log,2=1si b+c=1+0=1, obtinem log, a=b+c 2p
Proba scrisa la matematica M_st-nat Testul 3
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20) [ x#3=7(x-3)(3-3)+3= 3
=0+3 =3, pentru orice numar real x 2p
b) x*x=7(x—3)2 +3, x*x>!<x=49(x—3)3 +3, pentru orice numar real x 2p
49(x—3)’ +3=-46 = (x—3)’ =1, deci x=2 3p

<)

Fx)*f(0)=7(/(x)=-3)(f(»)-3)+3= 7(—x+3 3}(7% 3]+3= 3p

+3= f(x+y), pentru orice numere reale x si y 2p

SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)

1.a) \/27 2x+2
XT+2x+2 —x——m——
f(x)= 2V +2x+2 _ 3p

X% +2x+2
X2 +2x+2-x(x+1) x+2
= = ,xeR 2p
(x2+2x+2)\/x2+2x+2 (x2+2x+2)\/x2+2x+2
b) lim f(x)=li = i
im f(x)= lim = lim
X—>+00 X—>+0 /x +2x 42 XF® ’ 2 + 2 3p
x x
Dreapta de ecuatie y =1 este asimptota orizontala spre +oo la graficul functiei f 2p

¢ | f'(x)=0<x=-2, f'(x)<0 pentru orice xe&(-w,-2)=> f este strict descrescitoare pe

2
(=o0,=2) si f'(x)>0 pentru orice x € (—2,+0)= f este strict crescatoare pe (—2,+%) P
lim f(x)=-1, f(—2):—\/5, lim f(x)=1 si, cum f este continui, obtinem
X—>—00 X—>+00 3p
Im £ =[ /2,1
2.a) 2 _ 442
F'(x):2—i2— 4 2 (x+22) (x+2)—4x _ 2
X x+2 X (x+2)

26 —x-2 . . . C e o -
=~5———=f(x), pentru orice x € (0,+x), deci functia F este o primitiva a functiei f | 3p

x(x+2)

b) | 2 2,53 2 2
253 —x-2 1 R 2)

x+2)f(x)dx=|———dx=|| 2x————= |dx=| x"—Inx+— || = 3
TP I I PR ERE
=4—ln2+§—1+ln1—2=2—ln2 2p

©) | m 19 4
_!f(x)dx ( )2=F(m)—F(2)=2m+;—E+4lnm+2 3p
2m+——2+41n 4 =2m+i—1—7,deci In =—1=>m=4e-2, care convine 2p
m_ 2 m+2 m_ 2 m+2
Proba scrisa la matematica M_st-nat Testul 3
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Examenul national de bacalaureat 2021

Proba E. c)
Matematica M_gz-nat

Testul 4
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
¢ Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)

5p

5p

5p
5p
5p

5p

1. Determinati suma primilor sapte termeni ai progresiei aritmetice (an)
r=8.

2. Determinati valorile reale nenule ale lui a pentru care ecuatia ax? —x—a-1=0 are doua solutii
distincte in multimea numerelor reale.

1> Stiind c¢d@ a =-5 si ratia

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 3x — %3 +x%2 -9 =2x.

4. Calculati 5A% —3C3.
5.Se considerd vectorii a=2i+mj si B:ST—(szrl)], unde m este numar real. Determinati

numerele reale m pentru care vectorii a si b sunt coliniari.
6. Se considera triunghiul ABC cu AB>BC, AC=6, BC=10 si aria egala cu 15. Determinati
masura unghiului C .

SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)

5p
5p
5p

5p
5p

5p

5

1 -1 10
1. Se considerd matricele A:(l J, I, :( j si M(a,b)=al, +bA, unde a si b sunt numere

reale.

a) Aratati ca det A=0.

b) Demonstrati ca M (a,b)-M (x,y)=M (ax,ay +bx), pentru orice numere reale a, b, x si y.

C) Aratati cd, daca x §i y sunt numere reale pentru care matricele B=M (x,2y)+M(y,2x) si
c=M (x\/i,l)- M (y\/i,l) sunt egale, atunci x2 +y? =0.

2. Pe multimea numerelor reale se definesc legile de compozitie X*y=Xy+2Xx+2y+2 si
Xoy=X+Yy+2.

a) Aratati ca (1%2)o(1%3)=1%(203).

b) Demonstrati ca x*e=e, pentru orice numar real x, unde e este elementul neutru al legii de
compozitie ,,o 7.

c) Determinati numarul natural n pentru care n*(—n)>no(-n).

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

x—1+vx% =x+1, xe(-»,0)

1. Se considera functia f:R >R, f(x)=
xIn(x+1) , xe[0,+x)

5p | @) Aratati c functia f este continud pe R..
5p | b) Demonstrati ca functia f este convexa pe (0,+o0).
5p | C) Aritati cd, pentru orice numar real a, a<0, tangenta la graficul functiei f n punctul A(a, f (a))
nu este paraleld cu axa Ox.
. . 1 . 1+ X/
2. Se considera functiile f:(0,+0) >R, f(x)=2Vx~= si g:(0,+0) >R, g(x)= 2\/7 .
X X
5p | @) Demonstrati ca functia f este o primitiva a functiei g .
Proba scrisd la matematica M_gsz-nat Testul 4
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4
5p | b) Calculati _[g(x)dx.
1

4
1
o 2 1
5p | ¢) Determinati numérul real m, me (0,1), pentru care I f (X) g (X)dx = 3
m
Proba scrisd la matematica M_gsz-nat Testul 4
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. c)

Matematica M _gr-nat

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Testul 4
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferitd de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.
o Se acorda zece puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impirtirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL | (30 de puncte)
L 2a,+6r)-7 (2-(-5)+6-8)-7
a1+a2+a3+a4+a5+a6+a7=( L ; ) =( ( )2 ) = 3p
=133 2p
2| A=1-4a(-a-1)=(2a+1) 2p
A>O:>a¢—% si, cum a este numar real nenul, obtinem aeR\{—%,O} 3p
31 33 i —9-xeox2-9-0 3p
X=-3 sau Xx=3 2p
4.1 _ 5 . 3 3! 5!
5A; —3C: =5- -3 =
SR R R TR T 2p
:5-6—3-%:30—30:0 3p
5. 2 m 2
—= < 2m°+5m+2=0
5 -m?-1 3
1
m=-2 sau m:_E 2p
AAABCZAC BC23 S|nC:>15=6 10 SInC:SiﬂC:% 3p
Cum AB>BC > AC, unghiul C are masura cea mai mare dintre unghiurile AABC, deci
. . 2p
unghiul C are masura de 150°
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
1.a) _
detA= =1-(-1)-(-1)-1= 3p
=-1+1=0 2p
b) aal? 9o ,
“lo 0)7 2 p
M (a,b)-M(x,y)=(al, +bA)(xl, + yA) =axl, +ayA+bxA+ ybA- A=axl, +(ay + bx) A= ,
=M (ax,ay +bx), pentru orice numere reale a, b, x si y P
¢)| B= Xl, +2yA+yl, + 2XA=M (x+ y,2(x+ y)) , pentru orice numere reale x si y 2p
cum C=M(2xy,\/§(x+ y)),ob;inem cd X+y=2xy=0,deci x=y=0=x>+y%>=0 3p
2.a) (1*2)0(1*3):(2+2+4+2)0(3+2+6+2):10013:10+13+2:25 3p
1%(203)=1%(2+3+2)=1%7=7+2+14+2=25, deci (1x2)o(1%3)=1%(203) 2p
Proba scrisd la matematica M_gsz-nat Testul 4

Barem de evaluare si de notare
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
Pagina 1 din 2



Ministerul Educatiei
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

b) | xo(-2)=(-2)°x=x, pentru orice numar real x, deci e =-2 2p
x*e=x*(-2)=-2x+2x+(—4)+2=-2=e, pentru orice numar real X 3p
) |n *(—n) =2-n?%, no (—n) = 2, pentru orice numar natural n 2p
2-n?>2<n%<0,deci n=0 3p
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
L2 | fim f(x)=lim (x—1+\/x2 —x+1)=0, lim £ (x)=lim (xIn(x+1))=0 si f(0)=0, deci
x—0 x—0 x—0 x—0
x<0 x<0 x>0 x>0 3p
Iim0 f(x)= f(0), de unde obtinem ¢ f este continud in x =0
X—
Cum f este continua pe (—,0) sipe (0,+00), obtinem ca f este continud pe R 2p
b) . , X o 1 1
Pentru orice x e (0,+w), f (X)ZIn(X+1)+x_Jr1 si f (X)=m+(x+1)2 3p
f"(x)>0, pentru orice x € (0,+x), deci functia f este convexa pe (0,+x) 2p

C) | Daca ae(-x,0), atunci panta tangentei la graficul functiei f n punctul A(a, f (a)) este
— 2

fl(a)=1+ 2271 P

24a®—a+1

Cum f'(a)=02Va’ —a+1=1-2a < 4a® —4a+4=4a’—4a+1, ceea ce este imposibil,

obtinem ca, pentru orice numar real a, a<0, tangenta la graficul functiei f Tn punctul A 3p

nu este paraleld cu axa Ox

2.a) 1 1
fr(x)=2———| —= |= 3
(x) 2x ( ij P
=i+i= XVX+1_ g(x), pentru orice xe(0,+%), deci functia f este o primitiva a
NG x? ' o ’ 2p
functiei g
b) | 4 4 1
jg(x)dx:f(x)lzf(4)—f(zj= -
1 4
4
15 27
==243=520 2
4 i 4 P
)| 1 1 1 19
[£2(9-g(x)ax=[ £2(x)- £ (x)ax =2 £3(x)|_=2(f3(1)-°(m)) 3p
. - 3 m 3
Cum f(1)=1, obtinem f(m)=0, deci m:%,care convine 2p
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. ¢)

Matematica M_st-nat
Testul 5

Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

Sp

Sp

Sp
Sp

Sp

Sp

1
1. Aratatica (2-1g40).-————=1
( ) lg25—lg22

2. Determinati valorile reale ale lui m pentru care solutia ecuatiei 2x—m? +1=0 este numdr real
strict mai mic decat 0.

2
3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 2% ™% = 4%*
4. Calculati probabilitatea ca, alegand un numar » din multimea numerelor naturale de o cifra, acesta
sd verifice inegalitatea (n+1)\-n!<n+2.
5.1n reperul cartezian xOy se considerd punctele 4(—6,6) si B(0,2). Determinati coordonatele
punctului C, stiind cd A0=2BC.
6. Determinati numerele reale a, a>-2, stiind ca a® +1 si a+2 sunt lungimile ipotenuzei,
respectiv razei cercului circumscris unui triunghi dreptunghic.

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

Sp
Sp

Sp

Sp
Sp

Sp

1
1. Se considerd matricea A(a)=| 1 ,unde a €(0,+x).

Ja
1
1

- o O

a
a) Aritati ca det(4(4))=1.
b) Demonstrati ci det(A(a) CA(1) - A(a+ 1)) >0, pentru orice a €(0,+0).
¢) Aratati c matricea B(n)= A(lz) + A(22) + A(32 ) +ot A(nz) este inversabild, pentru orice numar
natural n, n>2.
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativd xoy =+/3 (xy+4)-3(x+y).
a) Aratati ca V3o2=4/3.
b) Demonstrati cd xoy = V3 (x -3 )( y- NE] ) +/3, pentru orice numere reale x si y.

1 1 1

¢) Calculati 3' 03”03 o...03

2021

SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)

Sp
Sp
Sp

x—arctgx, x €(—,0)
1. Se considerd functia f:R >R, f(x) = 5x

Ztx+d
a) Aratati ca functia f este continud pe R.

xe[0,+oo)'

b) Demonstrati ci functia f este crescatoare pe (—,0).

¢) Demonstrati cd f (x)<1, pentru orice numér real x.

Proba scrisa la matematica M_st-nat Testul 5
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2. Se considerd functia f:(0,+0) >R, f(x) :;;1.
x°+2x
5

5p | a) Aratati ca Ix(x+ 2) f(x)dx=16.

1

3
5p | b) Calculati jf(x)dx.
1
5p | ¢) Demonstrati cd orice primitivd F a functiei f* este concava.

Proba scrisa la matematica M_st-nat Testul 5
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. ¢)
Matematica M _st-nat

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Testul 5
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferiti de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.
e Se acordi zece puncte din oficiu. Nota finali se calculeaza prin impértirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. 1
1g100-1g40)- =
(181001840 s g5 +122) 2p
100 1 5 1
=1g_'—=lg—._=1
40 , 5 2 .5 3p
lg=-1gl10 lg=
g 5 g g 5
2. 2 _
x=m? -l x=" ! 2p
Solutia ecuatiei este un numdr real strict mai mic decat 0 < m? —1<0, deci me (—1,1) 3p
3ol e ot 2 v a2 Z3x=0 3p
x=0 sau x=3 2p
4. | Multimea numerelor naturale de o cifrd are 10 elemente, deci sunt 10 cazuri posibile 2p
Numerele n din multimea numerelor naturale de o cifrd care verifica inegalitatea
(n+1)=n!<n+2 sunt 0, 1 si 2, deci sunt 3 cazuri favorabile 2p
_ nr. cazuri favorabile _ 3 1
nr. cazuri posibile 10 P
5.1 40=6i-6j si BC=xci+(yc—2)j,deci 6i—6j=2xci+2(yc—2)j 3p
Coordonatele punctului C sunt xo =3, yo =-1 2p
6. | Triunghiul este dreptunghic, deci > +1= 2(a+2), de unde obtinem a* —2a~3=0 3p
a=-1 sau a =3, care convin 2p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1.a) 1 0 2 1 0 2
A(4)=|1 0 1 :>det( (4)=]1 0 1= 2p
4 1 4 1 1
=0+2+0-0-1-0=1 3p
b) 1+f f 1++/a 1 0 va+1) (Na Ja 1+a—Ja+1
A(a)~A a+1 2 |-l 1 0 1 |=1 1 1 ,
a+2 a+2 | la+1 1 1 10 a+1 3p
pentru orice a e
\/Z Ja 1+Ja—~a+1
det(A(a)-A(l)—A(a+l))= 1 1 1 =va+1-1>0, pentru orice a €(0,+x) 2p
1 0 a+l
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©) 0 n(n+1)
I+1+...+1 0 1+2+...+n " 2
B(n)=| 1+1+...+1 0 1+1+...+1 |= n 0 n |, pentru ,
1Y
P+22 4. 4n% 141+, 41 1+1+...+1 n(n+1)(2n+1) . ,
6
orice numar natural 7
. n (n-1) o
Pentru orice numdr natural n, n>2, det(B(n))=T¢0, deci matricea B(n) este 3p

inversabild, pentru orice numar natural n, n>?2

28) | o2=43(+32+4)-3(\3+2)= 2p
=6+4V3-33-6=13 3p

b) | xoy=\Bxy-3x-3y+43=Bry-3x-3y+33+3= 2p
=x/§x(y—\/§)—3(y—\/§)+\/§=\/§(x—\/§)(y—\/§)+\/§,pentru orice numere reale x si y | 3p
©) | xo3=43, \/goy:\/g,pentru orice numere reale x si y 2p

1 1 1 1 1 1 1
3037037 003" =(310y3)037 0. 037 =\B{33 o...o32°2‘J=\5 3p

SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)
1.a) . ) ) . 5x . .
Cum lim f(x)= lim (x—arctgx) =0, lim f(x)=lim —————=0si f(0)=0, obtinem
x—0 x—0 x—0 x=>0x“+x+4
x<0 x<0 x>0 x>0 3p
lim f(x)=f(0), deci f este continudin x=0
x—0
Cum f este continud pe (—o,0) si pe (0,+), obtinem ¢ f* este continud pe R 2p
b) 2
f(x)=x-arctgx = f'(x) =——, pentru orice x & (~o0,0) 3p
x“+1
/'(x)>0, pentru orice x e(-=,0), deci functia f este crescatoare pe (—,0) 2p

©) | f este crescitoare pe (—o,0) si continud in x=0, deci f(x)< f(0) si, cum f(0)=0,

2
obtinem f'(x)<0, pentru orice x & (—,0) P

Pentru orice xe[0,+), f(x)Sl@zLﬁlcncz—4x+420<:>(x—2)220, deci
x“+x+4 3p

£ (x)<1, pentru orice numér real x €[0,+0)= f(x)<1, pentru orice numr real x

2.a) | 5 5 2 5
Ix(x+2)f(x)dx=J-(x+1)dx=(7+x] = 3p
1
1 1
:£+5—(l+1j:16 2p
2 2
b) | 3 3 3
17 2x+2 1 2
x)dx=— dx=—In[x"+2x|| = 3
!f( ) I I ( )1 p
—l(ln15—1n3)—lln5 2
2 2 P
Proba scrisa la matematica M_st-nat Testul 5

Barem de evaluare si de notare
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
Pagina 2 din 3



Ministerul Educatiei
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

c) 2 _ 2
F'(x)=f(x),xe(0,+oo)3F“(x)=x +2x (x+1)§2x+2)= X +2x+22,x€(0’+oo) -
(x2 + Zx) (xz + 2x)
F"(x)<0, pentru orice x € (0,+x), deci F este concav 2p
Proba scrisa la matematica M_st-nat Testul 5
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Examenul national de bacalaureat 2021

Proba E. ¢)
Matematica M_st-nat
Testul 6
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)

Sp | 1. Calculati media geometrica a numerelor x =logg 8+ log 27 si y = 22.3°+67 .

SP | 2. Se consideri functia f:R >R, f (x) =x>+2x+a,unde a este numdr real. Determinati valorile
reale ale lui a pentru care graficul functiei f intersecteaza axa Ox 1n doud puncte distincte.

— 2 —
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 727 =721,

5p | 4. Ardtati ca produsul numerelor 42, CZ si A4; este patratul unui numar natural.
5p | 5. In reperul cartezian xOy se considerd punctele 4(-1, a+1), B(2,-3) si C(3, 1-a), unde a
este numadr real. Determinati numarul real a pentru care punctele 4, B si C sunt coliniare.

Sp | 6. Determinati raza cercului inscris in triunghiul MNP, dreptunghic in N, stiind ca MN =12 si
NP=16.

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

a 2 1 ax+2y+z=1

1. Se considerd matricea A(a)=|2 4 -a | sisistemul de ecuatii {2x+4y—az=1, unde a este
1 a -1 x+ay—z=0

numadr real.

Sp | a) Ardtati ca det(A(l)) =-3.

5p | b) Determinati valorile reale ale lui ¢ pentru care matricea A(a) este inversabila.

20

3

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa x * y =3/x> + V=27

Sp | a) Arétati ca 2021*(—2021)=-3.

5p | b) Determinati elementul neutru al legii de compozitie ,, *”.

5p | ©) Se considera functia f:R—>R, f(x)=3/x+27. Demonstrati cd f(x)*f(y)=rf(x+y),

pentru orice numere reale x si y.

5p | ©) Aratati ca sistemul de ecuatii nu admite nicio solutie (x0, Y020 ) astfel incat xy =

Nl‘gf

W

SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)
X +3
1. Se considerd functia f:R >R, f(x)=—F—.
x +7
—3x? (x3 - 1)<x3 + 7)
5p | a) Aratati ca f'(x) = , xeR.

(x6 +7)2

Sp | b) Determinati asimptotele graficului functiei f .

5p | ¢) Demonstrati ca |f(x) —f(y)| < g , pentru orice numere reale x si y.

Proba scrisa la matematica M_st-nat Testul 6
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1 3x
()
Aratatica | ———=d.

5p | a) raa,lcaz[ Tt X
1

5p | b) Calculati Iexf(x) dx .
0
2
Sp | ¢) Aratati céj
1

ol

_2x+1

2. Se considerd functia f:R >R, f(x) 3
e

=e—1.

1
x

Proba scrisa la matematica M_st-nat
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. ¢)

Matematica M_st-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Testul 6
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.
e Se acordi zece puncte din oficiu. Nota finali se calculeaza prin impértirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
L | x=logs(8-27)=3, y=+/144=12 2p
Media geometrica a numerelor x si y este \/E =+/3-12=6 3p
2. | Graficul functiei f intersecteaza axa Ox In doud puncte distincte <> A >0, deci 4—4a >0 3p
ac (—oo,l) 2p
3| 2-x?=2x-1ox? +2x-3=0 3p
x=-3 sau x=1 2p
41 42=4.5,C2=3-55i 43=3-4 3p
A2 -CE- A7 =47 3757 = 607 2p
5.
mAB:_aT-l-él’ mgc =4—a,unde a este numdr real 2p
A4, B si C sunt coliniare < m 5 =mp- < a+4=3a—12,deci a=8 3p
6. | MP =20, deci semiperimetrul AMNP este p =24 2p
AAMNP:M:96:>”:M:%:4 3p
p 24
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
1.2) 12 1 1 2 1
A)=|2 4 -1|=det(4(1))=2 4 -I|= 2p
1 1 -1 1 1 -1
=—4+2+(-2)-4-(-1)—-(-4)=-3 3p
b) det(A4(a))= a® —4a, pentru orice numar real a 2p
A(a) este inversabild <> det(4(a))#0< a(a—2)(a+2)#0, deci a e R\{-2,0,2} 3p
<) axg +4xy +3x5 =1
Dacd (xg,)0.29) este solutie a sistemului cu x, :%:%0, atunci < 2xg +8xy —3axy =1,
Xo +2axy —3x5 =0
2
xp(a+7)=1 P
unde a este numdr real, deci 4 x,(10—-3a)=1
2xy(a—1)=0
xg(a+7)=1,deci x5 #0 si, cum 2x,(a—1)=0, obtinem ca a=1; xy(a+7)=1=x, =%
1 3P
si xp(10-3a)=1=x, = = ceea ce este imposibil
Proba scrisa la matematica M_st-nat Testul 6
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2 | 20215 (-2021) = 32021 + (~2021)} ~27 =¥2021° 2021 —27 = 3p
=3Y27=-3 2p
b) xte=xoUr+e —2T=xox +e —27:x3,pentru orice numar real x < e=3 3p
Cum 3*x=v3 +x°-27 =%/x73=x, pentru orice numar real x, obtinem cd e=3 este 2p
elementul neutru al legii de compozitie ,,*”
O f(x)* () =372 () 2 (9)-27 =Y(x +27)+ (y+27)-27 = 3p
=Jx+y+27= f(x + y) , pentru orice numere reale x si y 2p
SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)
L.a) 3x? (x6 +7)—6x5 <x3 +3)
f'(x) = s 2 = 3p
(x +7)
-3x? (x6 +6x° —7) -3x2 (x3 —1)(x3 +7)
= 2 = 2 , xeR 2p
(x6 + 7) <x6 + 7)
b) 3 3
lim f(x)= lim =220, lim f(x)= lim =20 2p
X—>—00 X—>—00 x6 +7 X—>+0 X—>+0© x6 +7

Dreapta de ecuatie y =0 este asimptotd orizontala spre —oo si spre +oo la graficul functiei

[, iar graficul functiei f nu admite asimptote verticale 3p

©) f‘(x)=0<3x=—37, x=0 sau x=1; f'(x)<0, pentru orice xe(—oo,—%ﬁ]:f este

descrescatoare pe (—w,—%ﬁ}, f'(x)=0, pentru orice x e [—%/7,1] = f este crescatoare pe | 3p

[—%/7,1] si f'(x)<0, pentru orice x [l,+%0)= f este descrescatoare pe [1,+o)

f(—%ﬁ)z—ﬁ, f(l):% si xl_i)r?wf(x)le_igmf(x)zo, deci —iﬁf(x)gé, pentru
orice numir real x, de unde obtinem —;sf(x)—f(y) S;, deci |f(x)—f(y)| S%,pentru 2p
orice numere reale x si y
2.a) | 1 3x 1 1
I—e () dx =Iexdx =¢e'| = 3p
) 2x+1 0 0
e -’ =e-1 2p
b) | 1 1 1 1 1
jexf(x)dx =J(2x+l)e_xdx =I(2x+1)(—e_x)‘dx =—(2x+1)e" +I26_xdx = 3p
0 0 0 0 %
1 -
B T Y N ST S G 2p
e 0o e e e
© |2 2, 2 2 2 22
1 1 1 1 2 1

_— —_ d =|— xd =— —_ xd =— X =
-!.x(x+2)f(xj * {xze g 2{( xje TR 1 3p
_ b1 el 2

2e 2e% 26 P
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. c)

Matematica M_gz-nat

Testul 7
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL | (30 de puncte)
5p | 1. Determinati termenul ayyy, al progresiei aritmetice (&, ), , stiind ca a =2 si a3 =8.
5p | 2. Determinati coordonatele punctului de intersectie a graficului functiei f:R >R, f(x)=2x-3 cu
dreapta d de ecuatie y=—X+3.
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia V32 =27 .
9P | 4. Calculati probabilitatea ca, alegind un numir din multimea A= {0,1, 2,3,4,5,6, 7,8,9} , acesta sa fie
divizor al numarului 48 .
5P | 5.Se considerd vectorii u=2i+mj si v=(m-4)i+2]j, unde m este numar real. Determinati
numdrul real m pentru care u-v=0.
5p | 6. Se considera triunghiul ABC cu AB=6, AC=3 si unghiul A de 120°. Calculati perimetrul
triunghiului ABC.
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
2a 1 1 2ax+y+z=0
1. Se considerd matricea A(a)=| 1 2a 1 | si sistemul de ecuatii { Xx+2ay+z=1, unde a este
1 a -1 X+ay—-z=-1
numar real.
5p | a) Ardtati ci det(A(-1))=-3.
op | b) Determinati valorile reale ale lui a pentru care sistemul de ecuatii admite solutie unica.
5p | ¢) Determinati numdrul intreg a, stiind ca exista numerele reale y, si z, astfel incat (1,yy,zy) este
solutie a sistemului de ecuatii.
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativd Xoy=X+5xy+Yy.
5p | @) Verificati daca e=0 este elementul neutru al legii de compozitie ,,° .
. 1 1) 1 . .
5p | b) Demonstrati ca Xoy = S(X + gj(y + gj s pentru orice numere reale X si y.
5p | ¢) Calculati partea intreagd a numarului ¢ = R L
’ s 2)\73)" " 2021)
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f :(0,+0) >R, f(x)=(x+1)Inx.
5p | a) Arétati ca f'(x) =1+l+ Inx, xe(0,+).
X
5p | b) Determinati ecuatia tangentei la graficul functiei f n punctul A(1,0).
5p | ¢) Demonstrati ca functia f este convexa pe [1, +oo) :
o . X" +1 s
2. Se considera functia f:R >R, f (X) ==, unde n este numar natural nenul.
X“+1
5p | a) Pentru n=3, se considera functia g:R >R, g(x)= (X2 +1) f (x). Determinati primitiva G a
functiei g pentru care G(0)=2021.
Proba scrisa la matematica M_gz-nat Testul 7

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii

Pagina 1 din 2



Ministerul Educatiei
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

1
5p | b) Pentru n=1, calculati _[f(x)dx.
0

1
. T . <
5p | ¢) Demonstrati ca " < I f (X)dX <1, pentru orice numar natural n, n>2.
0
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. ¢)

Matematica M _st-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Testul 7
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferiti de cea din barem, se acordia punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.
e Se acordi zece puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impértirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
L|ay=a+2r=r=3 2p
dron1 = 4 +2020r = 6062 3p
2| f(x)=ye2x-3=-x+3 3p
Coordonatele punctului de intersectie sunt x =2 si y =1 2p
3. x2
32 =33@x;2=3 3p
x=4 2p
4. | Multimea A4 are 10 elemente, deci sunt 10 cazuri posibile 2p
Numerele din multimea 4 care sunt divizori ai numarului 48 sunt: 1, 2, 3, 4, 6 si 8, deci 5
sunt 6 cazuri favorabile p
nr. cazuri favorabile 6 3
p= . == 1p
nr. cazuri posibile 10 5
5.1 u-v=2(m-4)+2m=4m-8,unde m este numar real 3p
4m-8=0m=2 2p
6.
BC? = AB? + AC? —2-AB~AC~cosA=36+9+2~6-3%=63,deci BC=37 3p
Pypc = AB+BC+CA=3\7+9=3(\/7 +3) 2p
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
l.a) -2 1 1 -2 1 1
A(-D)=| 1 =2 1 |=det(4(-1))=1 -2 1|= 2p
I -1 -1 I -1 -1
=—4+1+(-1)-(-2)-(-1)-2=-3 3p
b) 2a 1 1
det(A(a)) =|1 2a 1|=-6a*>—-a+2, pentru orice numr real a 2p
1 a -1
. . . L 21
Sistemul de ecuatii admite solutic unica <> det(4(a))#0 < aeR\ 35 3p
¢) | Cum g este numir intreg, obtinem ci det(A(a)) #0, deci (1,y9,z) este unica solutie a 2p
sistemului de ecuatii
1= 23—a <3a*+2a-1=0 si, cum g este numadr Intreg , obtinem a = -1 3p
—-6a” —a+?2
2.a) | xc0=x+5-x-0+0=x, pentru orice numar real x 2p
0ox=0+5-0-x+x=x, pentru orice numadr real x, deci e=0 este elementul neutru al legii 3
de compozitie ,,o” P
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b) Xoy=5xy+x+ +l—l—5x +l + +l 1 3
y Y y 5 5 y 5 y 5)7 5 P
1 1 1 1 1 . .
=| y+— |(5x+1)=—=5| x+— || y+— |——, pentru orice numere reale x si y 2p
5 5 5 5) 5
9 X L si L - entru orice numere reale x si 2
5 g 5 y Sap 31 Y P
S ) o
qg=||—=le|—=|o| —=||o| == |o| == |ow.o| =———|=| —= |°| | ——= |o..0| —— | |=—=, deci
2 3 4 5 6 2021 5 6 2021 5 3p
[4]=-1
SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)
La) | f'(x)=(x+1)"Inx+(x+1)-(Inx)'= 2p
=1~lnx+(x+1)-l=1+l+lnx,xe(0,+oo) 3p
x x
W[ 70=2, 1) »
Ecuatia tangentei este y— f(1)= f"(1)(x—1), adica y=2x-2 3p
c -1
=23t re (o) 2
x
f"(x)=0, pentru orice x e[l,+00)= 1 este convexd pe [1,+) 3p
2.a) 4
3 . x
g(x)=x"+1, xeR,deci G:R>R, G(x)=7+x+c,unde ceR 3p
o
Cum G(0)=2021, obtinem ¢=2021, deci G:R >R, G(x):T+x+2021 2p
b) | 1 1
If(x)dx x+1 dx J.( ]dxz(lln(xz +1)+arctgx] = 3p
0 Ox +1 x2 +l ¥ +1 2 0
1 T
=—In2+— 2
27Ty P
c) n 2
21 < xz *l < x2 +1, pentru orice xe[O,l] si pentru orice numadr natural n, n>2, deci
x*+1 x +1 x°+1
T 1 3p
I 5——dx< I f(x dx<jldx pentru orice numar natural n, n>2
o X +1 0
| 1 | 1 |
j ! dx =arctgx| == si Ildx—x —13£<If(x)dx<l entru orice numar natural
ENTIAEE S o 4T —oP 2p
0 0 0
n,n=2
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Examenul de bacalaureat national 2021

Proba E. ¢)
Matematica M _st-nat
Testul 8

Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii

e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.

e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Determinati suma primilor trei termeni ai progresiei geometrice (b, )nzl’ stiindca b, =2 si by =4.
5p | 2. Se considerd functia f:R >R, f(x)= X2 —5x+3. Determinati produsul absciselor punctelor in

care graficul functiei f intersecteazd axa Ox .
Sp | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 2+/x+2 =1—x.
5p | 4. Calculati probabilitatea ca, alegand un numar din multimea numerelor naturale de trei cifre, acesta
sa aiba toate cifrele pare.
5p | 5. In reperul cartezian xOy se considerd punctele A4(1,3), B(-10) si C(a,a+2), unde a este
numar real. Determinati numarul real a pentru care vectorii oC si AB sunt coliniari.
ST T . Vg . . <
Sp | 6. Aratati ca s1n(x + gj + s1n(x _Ej =sinx, pentru orice numar real x.
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
o : a a+1 .
1. Se considera matricea A(a) = ,unde a este numar real.
a+2 a+3
5p | a) Ardtati ci det(4(0))=-2.
5p | b) Aratati cd matricea A(a) este inversabila, pentru orice numar real a .
5p | ¢) Demonstrati ca, dacd a si b sunt numere intregi si X e .44 (R) astfel incat A(a)- X = A4(b),
atunci elementele matricei X sunt numere intregi.
2. Pe multimea 4 = (O, +oo) se defineste legea de compozitie xoy = 2x + 2y .
x
S5p | a) Aratafi ca numdrul a =204 este intreg.
Sp | b) Aratati cd xoy >4, pentru orice x,y € 4.
5p | ¢) Aratati ca legea de compozitie ,,o ” nu admite element neutru.
SUBIECTUL al 1II-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f:(-11)U(L,+0) >R, f(x) S :
x—1 x+1
SNUPROR —4x
S5p | a) Arataticd f'(x)=————, xe(-L1)U(l,+»).
(x—1)"(x+1)
5p | b) Determinati ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul in care graficul intersecteaza axa Oy .
5p | © Calculati lim M .
x>t [ ( X+ 1)
S . x+2
2. Se considerd functia f:(—4,+0) >R, f(x)= R
X+
2
5p | a) Aratati ca I(x+ 4)f(x)dx=6.
0
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1
5p | b) Calculati [ f(x)dx.
0

n
Sp | ©) Aratati ca I f(x)e™dx <1, pentru orice numar natural nenul 7.
0
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Examenul de bacalaureat national 2021
Proba E. ¢)
Matematica M _st-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Testul 8
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferiti de cea din barem, se acordia punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.
e Se acordi zece puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impértirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. | 4=2,unde ¢ este ratia progresiei geometrice (bn )n21 2p
b =1,deci b +b, +by =7 3p
2. f(x)=0&x* —5x+3=0 2p
Cum A >0, graficul functiei f intersecteaza axa Ox in doud puncte distincte pentru care
. 3
produsul absciselor este egal cu x;x, =% =3 P
3 4(x+2)=(1-x) = —6x-7=0 3p
x=-1, care convine; x =7, care nu convine 2p
4. | Multimea numerelor naturale de trei cifre are 900 de elemente, deci sunt 900 de cazuri
o 2p
posibile
Cifra sutelor poate fi aleasd in 4 moduri, iar pentru fiecare alegere a cifrei sutelor, cifrele 5
zecilor si unitatilor se pot alege in cate 5 moduri, deci existd 4-5-5=100 de cazuri favorabile P
_ nr. cazuri favorabile _ 100 _ 1 1
nr. cazuri posibile 900 9 P
5. 66=a?+(a+2)}', AB=-2i-3j 2p
a _a+2 —an 3
2 3 P
6. T T T T
sin| x+— 3 +sin| x—— |= s1nxcos—+ cos xsin— 3 + smxcos; —cosxsmg = 3p
= 251nxcos§ =2sinx- 3" =sinx, pentru orice numdr real x 2p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
L.a) 0 1 0 1
A(0)= =det4
0[5 3]z wa-]) |- 2
=0-3-1-2=-2 3p
b) a a+1 2 2 . -
detA(a)= =a” +3a—a” —3a—-2=-2, pentru orice numir real a 3p
a+2 a+3
det A(a)#0=> A4(a) este inversabila, pentru orice numar real a 2p
¢) _a+3 a+l
(A(a))_l = 2 2 , pentru orice numar intreg a 2p
at2  _a
2 2
-1 a-b+1 a-b ) . . .
X=(A(a A(b)= si, cum g si b sunt numere intregi, obtinem ca
(4(@)) " 4() ( b—a b—a+1] ’ ’ &, ovl 3p
X are toate elementele numere intregi
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2. . .
V| yonoa22, 24 2p
4 2
=144 =5, care este numar intreg 3p
b) 2 2
xoy=u,pentruorice x,yeA 2p

262 +2y% —4xy 2(x-y)
Xy Xy

xoy—4= >0, deci xoy>4, pentru orice x,y € 4 3p

¢) |Daca legea de compozitie ,,o” ar admite element neutru, atunci ar exista e A astfel incat

Xoe=eox=x,pentruorice xe 4= ece=e, de unde obtinem e:£+£, deci e=4 3p
e e
Cum 2042, obtinem cd e=4 nu convine, deci legea de compozitie ,,o” nu admite )
element neutru P
SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)
1.a) 1 1
f(x)=- + = 2
(x=12  (x+1) P
2 2
—x"=2x—-1+x"-2x+1 —4x
= = > xe(-L1)u(l,+=) 3p

(x=1)" (x+1)° (x=1)7 (x+1)

b) | Graficul functiei f intersecteazi axa Oy in punctul A(O, f (0)), f(0)==2si f'(0)=0 3p
Ecuatia tangentei este y— /(0)=f"(0)(x—0), adicd y=-2 2p

9| f(x) x(x+2)

- Cxe(-L1)u(l,
P onen SO0 ) 2
1+z
im L) g x 3p
X—>+00 f(x+1) xaw(l_lj(l_i_lj
x x
2.a) | 2 2 2|2 2
x+4)f(x)dx=|(x+2)dx=—| +2x| = 3
e .
—2-0+4-0=6 2p
b) | 1 1 2 1
_([f(x)dx=£(l—mjdx=(x—2ln(x+4))0: 3p
=1—21n5+21n4=1—21n% 2p
)| x+2 . —x ) “x . —x ) . .
<lsie™>0,deci f(x)e ™ <e™, pentruorice x €[0,n], pentru orice numér natural 2p
x+
nenul #
n n n
I f(x)edx< je_x dx=—e*| =1-¢7" <1, pentru orice numdr natural nenul n 3p
0
0 0
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. c)
Matematica M_gsz-nat

Testul 9
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordi zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Determinati al patrulea termen al progresiei aritmetice (a, )n21, stiind ca a3 =5 si a5 =11.
5p | 2. Se considerd functia f:R—>R, f(x)= x? +1. Determinati numarul real a stiind ca f(a)=f(a+1).
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia X° —X+13 =X +1.
5p | 4. Calculati probabilitatea ca, alegand un numar din multimea numerelor naturale de doua cifre,
acesta sa aiba cifrele strict mai mici decét 3.
5p | 5. 1n reperul cartezian xOy se considerd punctele A(2,4), B(-11) si C(3,a), unde a este numar
real. Determinati numarul real a pentru care dreptele OC si AB sunt perpendiculare.
5p | 6. Aratafi cd, pentru orice numar real X, COS(X + %j + COS[X — %j =COSX.
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
. . 1+5x -2x
1. Se considera matricea A(X)= ,unde X este numar real.
10x 1-4x
5p | a) Ardtati ci det(A(1))=2.
5p | b) Demonstrati cd A(X)-A(y)=A(X+y+Xy), pentru orice numere reale X si y.
5p | c) Determinati perechile de numere intregi (m,n) pentru care matricea A(m) este inversa matricei
A(n).
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie Xoy=Xxy+Xx+2ay, unde a este
numar real.
5p | @) Ardtati ca 1-0=1, pentru orice numar real a .
5p | b) Determinati numdrul real a, stiind cd x°1>4 daci si numai daca X € (3,+x).
1
5p | C) Aratati ca legea de compozitie ,,o ” este asociativa daca si numai daca a = >
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f :R >R, f(x)= ix .
e
5p | &) Aritati ci e* ( f (X) + f (X)) =1, pentru orice numadr real X.
5p | b) Determinati ecuatia asimptotei orizontale spre +oo la graficul functiei f .
5p | ¢) Demonstrati ca dreapta de ecuatie Y =X este tangentd la graficul functiei f .
2. Se considera functia f:R >R, f(x)=sinx.
v
5p | a) Aratai ca I f(x)dx=2.
0
T
5p | b) Calculati fo (x)dx.
0
1 1
5p | c) Aratati ca jf(x)dxzjfz(x)dx.
0 0
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. c)

Matematica M_sz-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Testul 9

Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii

e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.

e Se acorda zece puncte din oficiu. Nota finala se calculeazi prin impirtirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. ag+as 5+11
ap=—=—-= 3
4 5 5 p
-8 2p
2. 2,1 2 2 4.2 _
a“+l=(a+l)" +lea+l=a+2a+2<2a+1=0 3p
1
a=-— 2
5 p
3. 2 2 _ 3
XS —=X+13=X"+2X+1<=3x=12 p
X =4, care convine 2p
4. | Multimea numerelor naturale de doua cifre are 90 de elemente, deci sunt 90 de cazuri 2
posibile p
Cifra zecilor poate fi aleasa in 2 moduri, iar pentru fiecare alegere a cifrei zecilor, cifra 9
unitatilor se poate alege Tn cate 3 moduri, deci sunt 2-3=6 cazuri favorabile P
_ nr.cazuri favorabile = 6 1 1
nr. cazuri posibile 90 15 P
5.
Mpg =1 si Moc :%, unde a este numar real 2p
OC L AB & Mpg - Mo =—1@%=—1, de unde obtinem a =3 3p
6. T T T . . T T . . T
COS| X+ — |+COS| X —= | =C0S XCOS— —SiN XSin — + COS XCOS — +Sin XSin = = 2p
3 3 3 3 3 3
V4 1 . -
=2C0s XCOSE =2-COSX- ' COS X, pentru orice numar real X 3p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
la) 6 -2 6 -2
A(l)= = det(A(l))= =
-(y S)eaw)f 2
=6-(-3)-10-(-2)=2 3p
b) A(X)- A() = (1+5x)(1+5y)—20xy  —2y(1+5x)-2x(1-4y)) 5
Y=\ 10x(1+5y) +10y(1-4x)  —20xy+(1-4x)(1-4y) | P
1+5x+5y+5xy —-2x-2y-2X 1+5(X+y+X —2(X+y+X
_ y +5xy y=2xy ) _(1+5(x+y+xy) —2(x+y+xy) Ay y),
10x+10y +10xy 1-4x—4y—4xy 10(x+y+xy) 1-4(x+y+xy) 2p
pentru orice numere reale x si Yy
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C) -1 .
(A(m)) " =A(n)<= A(m)A(n)=1, < A(m+n+mn)=A(0) <m+n+mn=0, unde m si n 3p
sunt numere intregi, m= -1 si n= -1
mn+m+n+1=1<:>(m+1)(n+1)=1 si,cum m si N sunt numere intregi, obtinem m=n=-2 5
sau m=n=0, deci perechile sunt (-2,-2) si (0,0), care convin P
2.a) | 1:0=1-0+1+2-a-0= 3p
=0+1+0=1, pentru orice numar real a 2p
b) | xol>4o x+x+2a>4<2x>4-2ax>2-a< Xe(2-a,+0) 3p
2—a=3,deci a=-1 2p
€) | Legea de compozitie ,,o ” este asociativi <> (X y)ez=Xe(y°z), pentru orice numere reale
. 2p
X, Y si z& (Xy+Xx+2ay)z+xy+Xx+2ay+2az=x(yz+y+2az)+x+2a(yz+y+2az)
Obtinem Xz +2az = 2axz + 4a°z < z(x+2a)(1-2a) =0, pentru orice numere reale x si z,
3
deci a:l P
2
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
l.a) X _y.aX  eX(1—x B
f,(x)zle 2xe _ ( ):1 X L eR 3p
e2X er eX
X . x[ X 1=X ) .
e (f(x)+f (x)):e T =1, pentru orice numar real X 2p
¥ e
b) . . X .1
lim f(x)= lim —= lim —=0
X—>+0 ( ) X400 X x40 g% 3p
Dreapta de ecuatie y =0 este asimptota orizontald spre +oo la graficul functiei f 2p
)| f(x)=xex=0 2p
Cum f(0)=0 si f'(0)=1, tangenta la graficul functiei f n punctul de abscisd x=0 are 3
ecuatia y— f (0)=f'(0)(x—0), deci este dreapta de ecuatie y =X P
2.3.) bia b
If(x)dx:jsinxdx:—cosx = 3p
0 0 0
=—c0s7z+C0s0=—(-1)+1=2 2p
b) Vd T T ‘ T T
J'xf(x)dx:jxsinxdx:—_[x(cosx) dx = —XCos X +jcosxdx: 3p
0 0 0 0 %
T
=—rcosz+sinx| =-z-(-1)+0-0=x 2p
0
S 1 1 1
jf(x)dx—jfz(x)dx=.[(f(x)— fz(x))dx:jsinx(l—sinx)dx 2p
0 0 0 0
1 1 1
Pentru orice x [0,1], sinx(1-sin x)zO:>J'sin x(1-sinx)dx >0, deci If(x)dxzjfz(x)dx 3p
0 0 0
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. ¢)
Matematica M_st-nat

Testul 10
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
. . 1 .
5p | 1. Aratati cd, dacd z; =1-2i si z, =1+5i’ unde i* =1, atunci z1+ 2y =21z
SP | 2. Se considera functia f:R >R, f(x)=2x+m,unde m este numdr real. Determinati numdrul real
m , astfel inct (f o f)(x)=2/(x—1), pentru orice numar real x.
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 5°*' -2* =50-7"7".
SP | 4. Determinati numarul functiilor f:{0,2,4} —{3,5,7,9} cu proprictatea f(2)<8.
5p | 5. In reperul cartezian xOy, se considerd punctele A(-2,4), B(2,0) si C astfel incat 4C=BC.
Determinati ecuatia dreptei d , care trece prin punctul C si este perpendiculara pe dreapta 4B .
Sp | 6. Determinati x (O,%} pentru care sin (Zx + %) COSX = COS (Zx + %j sinx+1.
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
o 4" s , -1 1
1. Se considerd matricele A4(x)= ,unde x este numar real si B = o 1)
0 9°
Sp | a) Ardtati ci det(A(x))= 6", pentru orice numdr real x.
5p | b) Determinati numarul real x pentru care 4(x)-B=B-A(x).
5p | ¢) Demonstrati cd orice matrice X € 4% (R) cu proprietatea ¢ X - X = A(1) are toate elementele
numere intregi.
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie xo y =2x% +xy+2y2.
S5p | a) Arataticd 201=12.
S5p | b) Se considerda numerele reale a, b si ¢ astfel incat 2a+2b+c#0. Stiind cd coa=cob,
demonstraticd a=»5.
5p | ¢) Determinati numerele reale x pentru care xo (x + 1) =5x°+2.
SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f:(0,+) >R, f(x)=xInx+a(x+1),unde a este numar real.
5p | a) Aratati cd /'(x)=Inx+1+a, xe(0,+0), pentru orice numar real a .
Sp | b) Pentru a =1, determinati intervalele de monotonie a functiei f .
Sp | ©) Demonstrati cd, pentru orice numdr real a, functia f* este convexa.
2. Se considerd functia f:R >R, f(x)=2x+¢".
° 1
5p | a) Aratati ca J.f(x)dx =—.
e
-1
1
5p | b) Calculati Ixf(xz)dx.
0
2
Sp | ¢) Pentru fiecare numar natural nenul #, se considerd numarul /7, = I x" ( f (x) —Zx) dx . Demonstrati
0
5 _An+l 2 : 5
ca I, +(n+ 1)In =2"""¢", pentru orice numar natural nenul 7.
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. ¢)
Matematica M _st-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Testul 10
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.
e Se acordi zece puncte din oficiu. Nota finali se calculeaza prin impértirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
L P S Y WULY G S 2
1722 2 2 p
. I, 1. . 2 3. .
ZIZZ =(1_2l) 1+§l =1+El _21 -1 = 2_51 ’ deCI Zl +22 = 2122 3p
2. (fof)(x) = f(f(x))=2(2x+m)+m=4x+3m, 2f(x=1)=2(2(x—1)+m)=4x—4+2m, 3
pentru orice numar real x
4x+3m=4x—-4+2m>m=-4 2p
3.0 5.57.27 =507 =57 .27 =10. 7 > 107 = 7! 3p
x—1=0,deci x=1 2p
4. | f(2) poate fi aleasa in trei moduri si, pentru fiecare alegere a lui f(2), numerele f(0) si 3
£ (4) pot fi alese in cte patru moduri P
Existd 3-4-4 =48 de functii f:{0,2,4} —{3,5,7,9} cu proprietatea f(2)<8 2p
5. md‘mAB:—l §1, cum mAB:_l,Obtinem my =1 Zp
AC=BC=d este mediatoarea segmentului AB si, cum M (0,2) este mijlocul 3
segmentului AB, obtinem ca ecuatia dreptei d este y=x+2 P
6.
sin[2x+%)cosx—cos[bﬁgjsinx =le sin[2x+§—xj =1 2p
sin(x +£j =1 si,cum x € [O,ZJ, obtinem x +z _ ,deci x= z 3p
3 2 3 2 6
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
l.a) 4x 0
det(4(x))= =47.9"-0.0= 3p
0 9*
=22%.32¥ = 62% pentru orice numir real x 2p
b) _4x 4X _4X 9X ) .
A(x)-B= , B-A(x)= , pentru orice numdr real x 3p
0 9 0 9
—4% 4% —4% o¥
= < 4% =9%, de unde obtinem x =0 2p
0 9 0 9
©) a b 4a 4b\ (4a 9b
Cum A(1)- X=X-X-X=X-A4(1), pentru X = e M, (R)= = R
(1) (1) (c d] 5(R) (9c 9d] (40 9d] 3p
deci b=0 si c=0
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a> 0] (40 , o , : 3
= <ae{-2,2} si de{-3,3}, deci orice matrice X cu proprietatea ci
0 d? 09 2p
X -X = A(1) are toate elementele numere intregi
28) | 201=2.242.142.1*= 3p
=8+2+2=12 2p
P) | 2c? +ca+2a® =262 + cb+ 267 > e(a—b)+2(a? b7 )= 0 (a=b)(c+2a+2b) =0 3p
Cum 2a+2b+c#0,obtinem a—b=0,deci a=b 2p
1 2 x(x+1)+2(x+1)° =56 426 56 =557 5w =0 5x(x? —x 1) =0 2p
=1_\/§,x=0 saux:l—im/g 3p
2 2
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
La) | f'(x)=x"Inx+x-(Inx)+a(x+1)'= 3p
:lnx+x-l+azlnx+l+a, x €(0,+00), pentru orice numdr real a 2p
x
b) | o 1
f'(¥)=Inx+2,deci f'(x)=0=x=— 2p
e
. 1 - 1 .
f'(x)<0, pentru orice x €| 0,— |= f este descrescatoare pe | 0,— | si f'(x)>0, pentru
1 ) 1 ) 3P
orice xe[—2,+oo]:> [ este crescatoare pe [—2,+oo]
e e
C) " 1 . =
f (x)=—, xe(0,+oo),pentru orice numdr real a 2p
x
f "(x) >0, pentru orice x € (0, +oo) , deci, pentru orice numar real a, functia f* este convexd| 3p
2.a)| 0 0 0
If(x)dxzJ.(2x+ex)dx=(x2+ex) = 3p
-1
-1 —
P 11
=0+e —l-e =—- 2p
e
b) | 1 1 s 1 1 C 411 21
J.xf(xz)dxzj.(2x3 +xe* )dsz.2x3 dx+lJ.(x2) e dx=2| +5| = 3p
0 0 0 29 2o 2o
10
_l,g ¢ _¢ 2p
2 2 2 2
) 2 2 2 2
I, =J.x”+1 (f(x)—2x)dx=.|.x”+lex dx = x"e* —(n+1)J.x”ex dx = 3p
0 0 0 0
=2"e? —(n+1)1,, deci I, +(n+1)I,, =2""¢?, pentru orice numar natural nenul » 2p
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. c)

Matematica M_gz-nat

Testul 11
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordi zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL | (30 de puncte)
5p | 1. Determinati al patrulea termen al progresiei geometrice (by, ) _,, stiind ca b, =6 si by =3.
5p | 2. Se considerd functia f:R >R, f(x)= x? +3x—4. Determinati numerele reale a, pentru care
f(-a)+ f(a)=0.
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 2™ =16-47%.
5p | 4. Calculati probabilitatea ca, alegdind un numar din multimea numerelor naturale de doua cifre,
acesta sa aiba cifra unitatilor egald cu dublul cifrei zecilor.
5p | 5. Tn reperul cartezian xOy se considerd punctele A(2,5), B(4,-3) si C(a,a+3), unde a este un
numar real. Determinati numarul real a pentru care dreapta OC trece prin mijlocul segmentului AB.
5p | 6. Aratati ca sin? (X + %) —cos? (X + %) =C0S2X , pentru orice numar real X.
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
e . 1 1) . 1 a _
1. Se considerd matricele A= 5 si B(a,b)= b 1 ,unde a si b sunt numere reale.
5p | @) Aratati ca det(B(1,2))=—1.
5p | b) Aratati ca det(A-B(a,b))=0, pentru orice numere reale a si b.
5p | ¢) Determinati numerele reale a si b pentru care A-B(a,b)=B(a,b)-A.
2. Pe multimea M =[1,+00) se defineste legea de compozitie Xoy =|x—y|+1.
5p | a) Aratati ca 305=3.
5p | b) Calculati a—b, stiind cd a=(203)c4 si b=20(3-4).
5p | C) Aratati cd existd o infinitate de perechi (m,n) de numere naturale nenule pentru care men=m.
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f :(l, +oo) >R, f (X) = InX—_i .
X+
5p a) Arﬁtap ca f ‘(X):H , X€(1,+OO).
5P | b) Calculati lim f(x).
X—>+0
5p | ¢) Demonstrati ca functia f nu este surjectiva.
2. Se considera functia f:R >R, f(x)=x+1.
1
5p | @) Aratati ca IZf (x)dx=3.
0
1
5p | b) Calculati Iex f(x)dx.
0
e e
5p | ¢) Demonstrati ca I f (ex)dx < Ief(x)dx.
0 0
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. c)

Matematica M _gr-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Testul 11
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Pentru orice solutie corecti, chiar daci este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.
e Se acorda zece puncte din oficiu. Nota finala se calculeazi prin impirtirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL | (30 de puncte)
11 b2 =b,b, = 3% =6b, 3p
3
by =— 2
475 p
2| (-a)? +3(-a)-4+a’ +3a-4=0<a’ =4 3p
a=-2sau a=2 2p
.| ot g7 o X 4 X oy 414 2x 3p
x=1 2p
4. | Multimea numerelor naturale de doua cifre are 90 de elemente, deci sunt 90 de cazuri 5
posibile P
Numerele naturale de doua cifre care au cifra unitatilor egala cu dublul cifrei zecilor sunt 12, 5
24, 36 si 48, deci sunt 4 cazuri favorabile P
_ nr.cazuri favorabile ~ 4~ 2 1
nr. cazuri posibile 90 45 P
5. | M(31) este mijlocul segmentului AB 2p
M e0OC < CeOM si, cum dreapta OM are ecuatia X—3y =0, obtinem a—3(a+3) =0,
3
deci a= 9 P
2
6. . T V4 . . .
sin| X+ E =COSX, COS| X+ E =—Ssin X, pentru orice numar real X 2p
sin? (x + %) —cos? (x + %) = cos? X —(—sinx)? = cos? X —sin® X = COs 2X , pentru orice numr 3p
real x
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
l.a) 11 1
B(1,2)= =det(B(L2))= =
@[5 iJ-e(eea)-]; | 2
=1.1-1.2=1-2=-1 3p
°) A B(a b) 1+ba+l entru orice numere reale a si b 3
. f = ) 1
2420 2a+2)" P ’ P
det(A~ B(a,b)) =2(a+1)(b+1)-2(a+1)(b+1)=0, pentru orice numere reale a si b 2p
9 B(a,b)-A l+2a 1+2a entru orice numere reale a si b 2
b)-A= , 1
b+2 b+2 P i P
1+b a+1 1+2a 1+2a .
= <a=0sib=0 3p
2+2b 2a+2 b+2 b+2
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2.a) | 3053-5|+1=-2[+1= 3p
=2+1=3 2p
b) | a=(203)c4=204=3 2p
b=20(324)=202=1,deci a—b=2 3p
C) | Pentru n=1 si m numdr natural nenul, mon=mo1=|m—]4+1=m—1+1= 3p
=m, deci existd 0 infinitate de perechi de numere naturale nenule (m,n) pentru care men=m| 2p
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
l.a) 1 1
f'(x)=(l -1)-1 1)) =—"————=
(=(n(x-1)-In(x+)) =12 3
X+1-(x-1) 2
= = , 1,
(x—l)(x+1) 21 Xe( +oo) 2p
b) 1_1
lim f(x)= lim InX"2= lim In—X = 3p
X—>+0 Xx=40  X+1  xo+w 1+1
X
—ini=%_in1-0 2p
1+0
c) Xe(l,+oo):>x2 —-1>0= f'(x)>0 , deci functia f este crescatoare 2p
lim f(x)=0= f(x)<0, pentru orice x e (1,+w), deci functia f nu este surjectiva 3p
X—>+00
2a) | 1 1 , 1
2f (x)dx=|(2x+2)dx =(x“+2x]| = 3p
et o -2
=1+2=3 2p
7 et moee e oee () ]
e*f (x)dx=|e*(x+1)dx = |(e*) (x+1)dx=(x+1)e*| —|e*dx= 3p
0 0 0 0 %
1
=2e-1-¢*| =2e-1-(e-1)=e 2p
0
c) f(ex)—ef(x) =X +1-e¥ =1 X (e-1), pentru orice x[0,e] 2p
e—-1>1si e* >1, pentru orice xe[0,e]=1-e*(e—1)<0, pentru orice x<[0,e], de unde
e e ; 3p
obtinem ca J'f(ex)dxsje (X)ax
0 0
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. ¢)

Matematica M_st-nat

Testul 12
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Determinati termenul bg al progresiei geometrice (bn )n>1, stiind cd bs =3 si by =6.
5p | 2. Se considerd functia f:R — R, f(x) =x? —x—3. Aratati ca (fOf)(\/g) =3.
Sp | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 21gx =1g(5x+6).
5p | 4. Calculati probabilitatea ca, alegand un numar din multimea numerelor naturale de trei cifre, acesta sa
aiba cifra sutelor egala cu cifra unitatilor.
5p | 5. In reperul cartezian xOy se considera punctele A(0,3), B(-1,-2) si C(a,~2), unde a este numar
real nenul, a # —1. Determinati numarul real a pentru care ortocentrul triunghiului ABC este O .
5P | 6. in triunghiul ABC, AB=6, AC = 3J6 si B :g . Determinati masura unghiului C .
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
. . 1 a
1. Se considerd matricea A4(a)= aE unde a este numir real.
—-a
Sp | a) Aratati ca det(A(x/E)) =3.
5p | b) Aratati cd matricea A(a) este inversabild, pentru orice numar real a .
5p | ¢) Determinati numérul intreg & pentru care A(1)- A(1)- A(1)- 4(1)- 4(1)=k4(1).
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa si cu element neutru
xoy=3xy—2x—-2y+2.
5p | a) Aratati cad numdarul %o% este intreg.
T 2 . .
5p | b) Ardtati cd xox> 3 pentru orice numar real x.
5p | ¢) Determinati numarul real x pentru care xoxox=e, unde e este elementul neutru al legii de
compozitie ,,o .
SUBIECTUL al 1II-lea (30 de puncte)
ex
1. Se considera functia f:R >R, f(x)=——.
x+1
, e (x- 1)2
5p | @) Aratati ca f(x)= -, xeR.
(x2 + 1)
Sp | b) Aratati ca graficul functiei f nu admite asimptota spre +o .
Sp | © Demonstrati cd f (g} <f (%J .
2. Se considera functia f:[0,40) >R, f(x)= Jx.
4
5p | a) Ardtati cd J.f4 (x)dx=21.
1
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5p | b) Calculati j f (e" )dx :
0

4
Sp | ¢) Aratati cd Ie'f(x)dx =2¢%.
1
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. ¢)

Matematica M_st-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Testul 12

Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii

e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferiti de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.

e Se acordi zece puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impértirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. . . . b
Ratia progresiei geometrice este g =— =2 2p
S
by =beq’ =6-4=24 3p

21 f(\3)=3-3-3=-3 2p
R »

3 1ga? =1g(5x+6)= x> —5x—6=0 3p
x =-1, care nu convine; x =6, care convine 2p

4. | Multimea numerelor naturale de trei cifre are 900 de elemente, deci sunt 900 de cazuri
posibile 2p

Cifra sutelor, egala cu cifra unitatilor, poate fi aleasa in 9 moduri, iar, pentru fiecare alegere a

cifrei sutelor, cifra zecilor poate fi aleasa in cate 10 moduri, deci sunt 90 de cazuri favorabile 2p
_ nr. cazuri favorabile ~ 90 _ 1 1
nr. cazuri posibile 900 10 P
5.| BC||Ox si AcOy= AO L BC ,deci O este ortocentrul triunghiului ABC < OC L AB 2p
Cum mge -2 si myp =5, obtinem ca —2-5 =-1,deci a=10 3p
a a
6. i
4B =4_C =sinC= 6sin B si, cum sin B :—3, obtinem sinC :—2 3p
sinC sinB 3\/6 2 2
Cum C<7z—%,ob‘,[inem C:% 2p
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
L.a) 1 2 1 W2
A(\/E)z :det(A(ﬁ))z = 2p
~2 1 ~2 1
:1.1_J§.(—J§):1+2:3 3p
b) | det4 (a)=1+d”, pentru orice numir real a 2p
1+a* >0, pentru orice numir real a=>detA(a)=0, deci A(a) este inversabild pentru 3p
orice numar real a
©) 1 1 0 2 4 0
A(l)= , A(1)-A(1)= , A(1)- A(1)- 4(1)- 4(1)= =-4] 3
N N ROTOR SR RTUBTURTUITUR (A R b
A(1)- A(1)- A(1)- A(1)- A(1) = =41, - A(1) =—44(1), deci k =—4 2p
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2.
D11 _ 11 1 1 .,
33 33 3 3
122 + 2 =1, care este numdr intreg 2p
3 3 3
b) | xox=3x—4x+2 , pentru orice numar real x 2p
xox2§©3x2 —4x+§20 si, cum A =0, obtinem ca xong, pentru orice numar real x | 3p
¢) | xoel=1ox=x, pentru orice numar real x,deci e=1 2p
3
2 2 2 1 .
xoxox=1<3x——| +—=1< x——=—, de unde obtinem x =1 3p
3 3 3 3
SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)
1.a) e* (x2 + 1) —2xe*
f‘(x) — ; 3 = 3p
(x +1)
ex<x2 —2x+1) ex(x—l)2
= = 7> xeR 2p
<x2 +1) (x2 +1)
b) x x x
im L) i € im € im © 3p
x40 X x40 x5 4 x  xo+w3xZ 4] x40 6X
X
= lim % = +o0, deci graficul lui /' nu admite asimptotd spre +oo 2p
X—>+00
¢ | f'(x)=0<x=1, f'(x)>0 pentru orice x e(—,1)= f este strict crescdtoare pe (—o0,1),
f'(x)>0 pentru orice xe(1,4%0)= f este strict crescatoare pe (1,+0) si, cum f este| 3p
continud in x =1, obtinem cd f este strict crescitoare pe R
Cum £<£,ob‘;inemcéf ﬁ <f ﬁ 2p
3 2 2
2.a) | 4 4 304
J.f4(x)dx=_|.x2dx=x— = 3p
1 1 301
- =21 2p
3
b) | 1 1 1 x X1
jf(ex)dx=j\/ejdx=jezdx=2ez = 3p
0 0 0 0
1
—202 -2¢% =2e -2 2p
c)| 4 4 4 4 , 2
[/ Wax= [elar=2[ = Vxelar=2[(Vx)-Vxe  ar=2[ redr - 3p
1 1 1 2Vx 1 1
2
=2(t-1)e'| =2¢ 2p
1
Proba scrisa la matematica M_st-nat Testul 12

Barem de evaluare si de notare
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
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